Engenharia de Producéo
TEORIA DAS FILAS

TEORIA DAS FILAS (Queueing Theory)

1. INTRODUCAO

A abordagem matematica das filas se iniciou em 1908, na cidade de
Copenhague, Dinamarca. O pioneiro da investigacdo foi o matematico Agner Krarup
Erlang (1909), quando trabalhava numa companhia telefénica, estudando o problema
de redimensionamento de centrais telefonicas. Somente a partir da Segunda Guerra
Mundial que a teoria foi aplicada a outros problemas de filas. Seu trabalho foi difundido
por outros pesquisadores em diversos paises europeus. Na década de 1930, dentre as
pesquisas nesta area, Andrey Kolmogorov, na RUssia, estudava um sistema com
entrada de probabilidade de Poisson (Siméon Denis Poisson) e saida arbitraria em
anico ou multiplo atendente.

A Teoria das Filas € uma das técnicas da Pesquisa Operacional, que trata de
problemas de congestionamentos de sistemas, onde clientes solicitam alguns tipos de
servicos. Esses servicos sao limitados por restricdes intrinsecas do sistema, que,
devido a isso, podem causar filas.

Para melhor entendimento de um sistema de filas e seus componentes pode-se
visualizar a figura 1 a seguir.

Fig.1. Exemplo de fila com seus componentes
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Existem varios tipos de configuracdes de filas. Por isso, a identificacdo do
modelo que mais se adeque a realidade é fundamental para que a andlise do
desempenho do sistema seja correta. Para Fogliatti et al. (2007), ressalta que as
medidas de desempenho tém duas abordagens: a do usuério e da geréncia do sistema.

Quanto a visdo do usuario, é fundamental a avaliacdo do tamanho médio da fila
e os tempos médios na fila e no sistema. Para o gerente do sistema, compete avaliar
os tempos medios do servigco prestado e de ociosidade do servidor. Sendo assim, para
gue esses atores estejam sendo observados na avaliagcdo do desempenho do sistema,
deve-se inclui-los em uma uUnica funcdo, principalmente quanto ao custo da
configuracéo ideal da fila.

O gréfico adiante, exposto por Fogliatti et al. (2007) denota os custos associados
a configuracéo pelas visdes do usuario (Cu) e do gerente (Cg).
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O gréfico da esquerda denota que o custo gerencial se eleva quando se configura um
sistema com postos de atendimento em excesso. Em contraposicéo, poucos postos de
atendimento provoca insatisfacdo do usuario e, em consequéncia, aumento do seu
custo. Para esta analise em conjunto, necessita-se formalizar uma equacdo do custo
total (Ct) que represente estes dois custos, a saber: Ct = aCu + bCg, onde a e b sao
constantes representativas de cada caso. A curva que representa o Ct esta exposta no
gréfico da direita e 0 seu ponto de vale indica a melhor configuragdo para ambos 0s
atores, ou seja, entre 3 e 4 postos de atendimento.

Existem varios exemplos reais de sistemas de filas. Como forma de ilustracdo a
tabela 1 lista quatro exemplos.

Tab.1. Exemplos de Sistemas de Filas

Situacéo Processo de Entrada Processo de Saida

Banco Usuarios chegando ao banco  Usuéario atendido pelo
caixa

Atendimento em  Pedido para entrega de Pizzaria envia pizzas

pizzaria pizza para o cliente

Banco de Sangue = Chegada de bolsa com sangue Bolsa usada por paciente

Estaleiro de Navio necessitando reparo € Navio reparado volta

Navios enviado para o estaleiro para o mar

2. DEFINICOES IMPORTANTES

A sequir serdo definidos alguns componentes e varidveis importantes para
compreensao sobre os sistemas de filas.

e Tamanho da populacdo - Tamanho do grupo que fornece os clientes. Para
tamanhos maiores que 30, geralmente, considera-se que a populacao é infinita, ou
ainda, que a chegada de um cliente ndo afetara significativamente a probabilidade
da chegada de outro cliente. Quando a populacéo for pequena, ou seja, menor que
30, o efeito existe e pode ser consideravel.

e Clientes — Sao unidades da populacdo que chegam para o atendimento, como por
exemplo, pessoas, peg¢as, maquinas, navios, automoveis etc..

e Fila (linha de espera) - Numero de clientes esperando atendimento. N&o inclui o
cliente que esta sendo atendido;
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Unidade de atendimento - Processo ou sistema que realiza o atendimento do
cliente. Pode ser unidade Unica ou multipla;

Taxa de chegada dos clientes - Taxa (nimero de clientes / unid. tempo) segundo a
qual os clientes chegam para serem atendidos. O valor médio da taxa de chegada é

representado por A (lambda). Como é raro um processo onde taxa de chegada dos
clientes seja regular, ou seja, ndo existe nenhuma variagao entre os valores para 0s
intervalos entre chegadas, sdo adotadas distribuicbes de frequéncia (normal,
Poisson, exponencial etc.) para representar o processo. O mesmo modelo com
distribuicdo normal pode diferir significativamente em termos de resultado do que
com uma distribuicdo de Poisson;

Taxa de atendimento dos clientes - Taxa (numero de clientes / unid. tempo)
segundo a qual um servidor pode efetuar o atendimento de um cliente. O valor

médio da taxa de atendimento € p (mu). E importante ressaltar que o valor desta
taxa € considerado como se o servidor estivesse ocupado 100% do seu tempo.
Como ha tempo ocioso, a distribuicdo de frequéncia (normal, Poisson, exponencial
etc.) deste valor € igualmente importante na determinacéo do grau de complexidade
matematica. O pressuposto mais comum € a distribuicdo de Poisson, porém exige
gue os eventos de chegada e atendimento sejam completamente independentes.
Em todos os casos, os resultados sdo valores médios ou esperados e supde-se que
as taxas se mantém constantes ao longo do tempo. De fato, isto pode ndo ser
verdade, uma vez que podem ocorrer alteracdes no processo tdo logo a fila assuma
um valor muito alto;

Disciplina_da Fila - Método de decidir qual o proximo cliente a ser atendido.
(exemplo: FIFO-primeiro a chegar/ primeiro a ser atendido).

Numero Médio de Clientes na Fila ndo Vazia (NF) - NUumero médio de clientes que
aguardam o atendimento, ou seja, € o que determina o tamanho da fila. E a
caracteristica mais relevante ao se defrontar com a opcao de escolher uma fila. A
meta € nao ter fila, chegar e ser atendido. Supondo que os ritmos médios de
chegada e atendimento sejam constantes, o tamanho da fila ir4 oscilar em torno de
um valor médio.

Numero Médio de Clientes no Sistema (NS) - Numero de clientes aguardando na
fila mais os que estdo sendo atendidos. Pode ser entendido também como sendo o
tamanho médio na fila mais o nimero médio de clientes no atendimento.

Tempo Médio que o Cliente Fica na Fila (TF) - Tempo médio de espera pelo cliente
na fila esperando para ser atendido.

Tempo Médio que o Cliente Fica no Sistema (TS) - Tempo médio de espera pelo
cliente na fila esperando para ser atendido mais o tempo de atendimento. A partir
do nimero médio de clientes no sistema ou na fila, € possivel calcular o tempo
médio de permanéncia do cliente no sistema (TS) e na fila (TF).

A razdo p (rho) é chamada de “Fator de Utilizagado do Servidor”, o qual representa a
fracdo média do tempo em que o servidor esta ocupado. Este fator é a base de
calculo da probabilidade de haver um numero K de clientes no sistema, o qual
definirhd o tamanho da fila e o tempo médio que os clientes permanecem nela e no

sistema (p =A/ ).

Observacao Importante
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Considerando-se que um observador esteja analisando um sistema de atendimento e
conclua que p>A, provavelmente o mesmo concluird que ndo deveria haver fila
naguele sistema, pois a taxa média de atendimentos do sistema (W) € maior que a taxa

média de chegadas (A) nele. Vale lembrar que este tipo de analise seria correta se os
processos de chegada e de atendimento fossem regulares. Mas, sabendo-se que
esses processos sao raros na vida real, chega-se a conclusdo que existe um fator de
aleatoriedade no sistema.

A abordagem matematica da teoria das filas exige que exista estabilidade no sistema

(chegada e atendimento), ou seja W > A, considerando-se com isso que W e A devem

se manter constantes em relagcdo ao tempo. Do contrério, devem-se utilizar modelos de
simulacdo por computador para efetuar tais andlises do sistema.

3. CONDICOES DE OPERACAO DO SISTEMA

Quando essas filas ultrapassam o valor estimado ou normal, pode-se concluir que
o sistema esté na fase de congestionamento. Nesta fase a qualidade e a produtividade
do sistema decresce e o custo operacional tende a subir.

Existem diversos fatores que podem interferir no desempenho de um sistema, tais
como:
a forma de atendimento aos clientes;
a forma da chegada dos clientes;
a disciplina da fila e
a estrutura do sistema.

ASANENEN

3.1. Forma do Atendimento aos Clientes

O primeiro passo para a andlise de um sistema de filas € o levantamento
estatistico do numero de clientes atendidos por unidade de tempo, ou do tempo gasto
em cada atendimento. Este procedimento viabiliza a determinacdo da distribuicdo de
probabilidade do numero de atendimentos ou a duracao de cada atendimento.

Por exemplo, observando-se a tabela a seguir onde esta expresso o tempo de
atendimento a 100 clientes, em segundos, de um certo atendente, pode-se chegar ao

valor de M.

20 22 23 18 17 15 21 20 25 26
19 20 18 17 23 22 21 21 22 23
20 23 25 17 14 15 22 20 23 21
25 18 18 17 17 25 26 23 25 24
21 15 17 18 19 22 15 14 15 17
18 20 19 18 20 22 23 24 25 22
22 21 23 20 21 20 23 22 21 20
24 24 25 21 23 20 19 18 17 17
18 15 14 17 13 18 19 18 19 20
18 20 18 22 24 14 24 24 23 25

A tabela a seguir expde alguns dados importantes para a elaboracao da distribuicao de
frequéncia.

Dados Importantes Formula no Excel
Menor Valor (segundos) | 13| =MiNIMO(Dados)
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Maior Valor (segundos) 26 | =MAXIMO(Dados)
Quant. de Atendimentos 100 | =CONT.VALORES(Dados)
Média (segundos / cliente) 20,19 | =MEDIA(Dados)

A média aritmética resulta no tempo médio de atendimento por cliente, ou seja, 20,19
segundos para cada cliente.

Convertendo para minutos 20,19 seg. + 60 min. = 0,3365 min./cliente

A taxa média de atendimentos pode ser entdo calculada: p = 1 cliente / 0,3365 min. =
2,97 clientes/minutos.

Os dados a seguir estdo agrupados de forma que se possa avalid-los em relacdo a sua
distribuicdo em relacdo a média. As faixas sao determinadas pela Regra de Sturges.

Frequéncia Frequéncia
Faixas Abqsoluta Férmula no Excel Relativa

_ (Probabilidade)

>10 0| ={FREQUENCIA(Dados;Limite M&x.Tempo)} 0
11-13 1 “ 0,01
14-16 10 “ 0,10
17-19 29 “ 0,29
20-22 32 “ 0,32
23-25 26 “ 0,26
26-28 2 “ 0,02
29> 0 ¢ 0

2. =100 1

Observacdo: Para determinar a frequéncia absoluta, localiza-se a célula a direita do
primeiro valor (>10) para utilizacdo do assistente de férmulas. Marcar todas as células,
incluindo-se a primeira, incluindo somente o limite maximo (10,13,16,19,22,25,28,29),
selecionando-se até a ultima referéncia (29>). Pressionar “F2” para editar a férmula e
"CTRL+SHIFT+ENTER" para formagdo da formula em matriz. Pressionar “ENTER”
para finalizar a edigéo.

Para saber-se como os valores se distribuem em torno da média necessita-se plotar os
dados em um gréfico.
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3.2 Forma da Chegada dos Clientes

Geralmente a chegada dos clientes a um sistema ocorre de forma aleatéria.
Sendo assim, necessita-se realizar um levantamento estatistico para caracterizar se o
processo de chegadas pode ser representado por uma distribuicdo de probabilidades.

Para se efetuar esse levantamento necessita-se identificar se o processo de
chegadas esta no estado estacionario, sinalizando que o processo podera ser sempre
representado por este levantamento. Se o levantamento for efetuado no estado nao-
estacionario, ele ndo servira como representante de uma situacao normal.

Por exemplo, os usuarios de uma agéncia bancaria utilizam-na em um processo
estacionario, mas quando da existéncia de uma greve bancaria prolongada, o sistema
poderia ser classificado como ndo-estacionario, pois haveria uma corrida ao banco.
Essas situacBes seriam diferentes e influenciariam nas caracteristicas da fila, o que
poderia implicar em distribuicdes de probabilidades diferentes.

Por exemplo, observando-se a tabela a seguir onde esta expresso a quantidade
de veiculos que chegaram a um posto de pedagio, em periodos de 1 minuto, em uma

hora, pode-se chegar ao valor de A.
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A tabela a seguir expde alguns dados importantes para a elaboracao da distribuicdo de
frequéncia.

| Dados Importantes | Férmulano Excel |
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Menor Valor (quant.carros) 1 [=MINIMO(Dados)

Maior Valor (quant.carros) 6 | =MAXIMO(Dados)

Quant. Total de Veiculos 173 | =CONT.VALORES(Dados)
Periodo Total de Anélise (minutos) 60

Quant. de Carros / minuto (1) 2,88 | Total Veic./ Total Tempo

Os dados a seguir estdo agrupados de forma que se possa avalid-los em relacdo a sua

distribuicdo em relacdo a média.

Quant. Frequéncia Frequé_ncia
de Absoluta Formula no Excel Relativa

Carros (Probabilidade)
0 0 | ={FREQUENCIA(Dados;Quant.Carros)} 0
L 13 i 0.22
2 15 - 0,25
3 12 i 0,20
4 9 - 0,15
> 8 i 0.13
6 3 - 0,05
7 0 « 0

> =60 1

Para saber-se como os valores se distribuem em torno da média necessita-se plotar os

dados em um gréfico.
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Observa-se que esta distribuicdo se assemelha com a de Poisson.

3.3. Disciplina da Fila

E um conjunto de regras que impdem a ordem em que os clientes serdo
atendidos. O atendimento pode ser pela ordem de chegada, ou seja, 0 primeiro a
chegar é o primeiro a ser atendido, pela ordem inversa de chegada, ou seja, o ultimo a

chegar € o primeiro a ser atendido, por prioridade para certas caracteristicas etc..

Exemplos:
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v" FIFO (First-In-First-Out) ou FCFS (first come, first served): primeiro cliente a chegar
a fila sera o primeiro a ser atendido.

v" LIFO (Last-In-First-Out) ou LCFS (last come, first served): o ultimo cliente a chegar
a fila € o primeiro a ser atendido.

v" SIRO (Service-In-Random-Order): o atendimento dos clientes faz-se por ordem
aleatéria.

v' SPT (Shortest-Processing-Time first): o cliente a ser atendido em primeiro lugar
sera aquele cujo tempo de atendimento é menor.

v" PR (Priority Rules): o atendimento faz-se de acordo com as regras de prioridades
pré-estabelecidas.

Cada Sistema de Filas pode ser descrito segundo a notacdo de Kendall' por seis
caracteristicas (A/B/c/K/m/ 2Z).

A primeira caracteristica (A) especifica a distribuicdo dos intervalos entre chegadas
e a segunda caracteristica (B) especifica a distribuicdo do tempo de servigco. Podem-se
utilizar as seguintes abreviacfes padrdes:

e M - intervalos de tempo entre chegadas sdo independentes, identicamente
distribuidos e variaveis aleatorias, seguindo o modelo Marcoviano (distribuicdo
exponencial negativa — distribuicdo continua - ou distribuicdo de Poisson —
distribuicao discreta);

lx ] T i

e D - intervalos de tempo entre chegadas sao independentes, identicamente
distribuidos e deterministico (distribuicdo deterministica) — os tempos séao
constantes;

e Ex - intervalos de tempo entre chegadas sdo independentes, identicamente
distribuidos e variaveis aleatérias tendo distribuicdo de Erlang de ordem "k";

Observagoes:

6

-
1 KEND. , D.G., Sto t rocesses occurring in the Theory of Queues and their analysis by the method of imbedded
Markoy chamg, p. 338354 Ann. Math\Statist. 24, 1953.

A 2
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* Para k = 1 a distribuigdo de Erlang = distribuicdo exponencial,
* Para k muito grande se aproxima da distribuicdo normal.

e Hm - Hiper-exponencial de estagio "m" — utiliza-se quando o tempo de servico
apresentar um desvio grande em relacdo a média;

e G - intervalos de tempo entre chegadas sao independentes, identicamente
distribuidos e tendo distribuicdo genérica. Neste caso ndo € especificada uma
distribuicdo de probabilidade para os tempos de chegada e de atendimento. Os
resultados séo validos para todas as distribuicdes.

A terceira caracteristica (c) € a quantidade de servidores em paralelo.

A gquarta caracteristica (K) especifica 0 nUmero maximo (capacidade maxima) de
usuarios no sistema. Se esta capacidade for finita, quando esta for atingida, os
usuarios que chegam até o instante da proxima liberacédo sao rejeitados.

A quinta caracteristica (m) da o tamanho da populacdo que usa o sistema.

A sexta caracteristica (Z) descreve a disciplina da fila.

Observacoes:

1. Existe uma notacao condensada, A/B/c, onde se supde que ndo ha limite para
o tamanho da fila, a populacdo é infinita e a disciplina da fila é FIFO. Para o caso de
capacidade limitada, a notacdo utilizada é A/B/c/K.

2. Os modelos Marcovianos ou de distribuicdo de Poisson possuem uma grande
aplicacao tedrica uma vez que permitem desenvolver uma teoria sobre filas. Através
dele, é possivel calcular todas as principais caracteristicas da fila, sem necessitar
efetuar dimensionamentos e estudos financeiros com base em andlises mais
demoradas com simulagdo ou uma abordagem matematica complexa. Modelos de filas
com distribuicbes exponenciais levam a dimensionamento de sistemas com mais
seguranca.

Exemplos:

a) M/E2/8/10/«/FCFS (first come, first served) - pode ser uma clinica com 8
médicos, intervalo entre chegada de clientes representado por distribuicdo
exponencial, tempo de atendimento representado por distribuicdo de Erlang de
ordem 2, disciplina da fila de atendimento por ordem de chegada, com
capacidade total do sistema para 10 clientes e populagao infinita.

b) M/M/3/20/1500/FCFS (first come, first served) - O intervalo entre chegadas
sucessivas € distribuido exponencialmente, os tempos de servico sédo
exponencialmente distribuidos, ha trés servidores, a fila possui buffers para 20
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usuarios, isto é, 3 usuarios em atendimento e 17 esperando por servico,
enquanto a quantidade de usuarios estiver em seu valor maximo (20) todos os
usuarios que chegarem serdo perdidos até que o comprimento da fila diminua,
ha um total de 1500 usuéarios que podem ser atendidos, a disciplina de
atendimento é primeiro cliente a chegar a fila serd o primeiro a ser atendido.

c) M/M/1 é conhecido como modelo de Poisson. Ele € mais utilizado em estudos
tedricos, pois permite, facilmente, calcular todos os atributos de uma fila,
facilitando, inclusive, a sua analise financeira. Considera-se que ndo ha limite
para o tamanho da fila, a populacéo € infinita e a disciplina da fila é FIFO

3.4. Estrutura do Sistema

Existem varios tipos de estruturas do sistema, e por isso, necessitam-se ser
estudados caso a caso. A seguir estao relacionados trés exemplos de configuracées.

entrada — QO QOO | O | —» saida sistema de 1 filae 1 canal
©)
entrada —» O O ---0O <, O | —» saida sistema de 1 fila e 3 canais
©)
©) ©)
entrada —» oo---o/ @) OO...O/ O | —» saida
Y @) T @) sistema
complexo

4. MODELOD/D/1/k/FIFO

Consideracdes do Sistema

Neste modelo, os tempos entre chegadas sucessivas sdo iguais a 1/A, 0s usuarios sao
atendidos individualmente e na ordem de chegada por um Unico servidor em tempos
iguais a 1/u. O sistema esta limitado quanto a sua capacidade a k usuarios.

Neste modelo, se A < p ndo haverd formacdo de fila; para A > p, a limitacdo de
capacidade do sistema devera ser imposta, caso contrario, a fila crescera sem limite.
Considerar ainda o seguinte:

e t é o instante de tempo em que se avalia a quantidade de usuarios. Entre t =
0 e t = 1/A o sistema esta vazio;
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e t; € 0 instante de tempo em que acontece a primeira rejeicdo devido a
capacidade k do sistema. Entre 1/A e t; a quantidade média de clientes no
sistema é avaliada por:

NS(t) = [qtd de chegadas entre 0 e t ] — [gtd de servicos completados até t ]
Onde [ x ], na expressao anterior, representa a parte inteira do contetdo de
X.

NS (t5) =k +1

e Entre t; e « ha chegadas de clientes no sistema com efetivo ingresso e

outras que sao rejeitadas devido a capacidade k.

Por isso, as medidas de desempenho do sistema séo:

v' Quantidade Média de Clientes no Sistema:
» Quando existir m inteiro positivo tal que 1/u = m 1/, tem-se:
0, 0<t< % (sistema vazio)

NS (t) = { [At] — [(t - %) /,t], % <t <ty (fase antes da 12 rejeicdo)

K, t >ty (fase apds a 12 rejeicdo)
Obs.: K define a capacidade do sistema.

» Quando nao existir m inteiro positivo tal que 1/u # m 1/, entao:

0, 03t<%

—_ 1 1 *

NS (t) = [At]—[(t—z),u], sSt<ty
K—-1ouKk, A

v' Tempo de espera do n-ésimo cliente na fila :

» Quando existir m inteiro positivo tal que 1/u = m 1/, tem-se:

1 1
-—=J(n—-1), n<At
TF = (u A)l
(k—l);, n = At

» Quando ndo existir m inteiro positivo tal que 1/u # m 1/, entao:

TF = (i—%)(n—l), n < At

nao existe expressao geral ,n = At,

Sendo At; a ordem do primeiro usuario rejeitado, devido a capacidade k do sistema.
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Exemplo 1

Analisar o sistema representado por D/D/1/6/FIFO com 1/»=3 segundos e 1/u = 6
segundos.

m=21u+1H=6/3=2

0, 0<t<3
NS = [t/3]—[(t—3)%], 3<t<ty

Como NS (t;) =k +1 =6+ 1 =7 clientes entdo: NS (t5) = [t5/3] — [(t{; - 3) %] =7. Para

se calcular tg, instante de tempo em que ocorre a primeira rejeicdo, deve-se proceder
de forma empirica como se segue:

td 60 52 36 (6,53) 33

NS (£2) 11 9 7 6

Obs.: a coluna em negrito representa o 1° t;, pois para t, = 35s, NS (t;) = 6 clientes
(6,33s).

Sendo assim, At; (cheg./seg. x seg. = chegadas) que é a ordem do primeiro usuério
rejeitado, é: 36 x 0,333 = 12°. Por isso, o tempo de espera na fila é dado por:

TF:{(6—3)(n—1), n <12 TF:{B(n—l), n<12
(6 —1)6, n>12 30, n>12

Conforme apresenta o grafico a seguir, verifica-se que o TF quando n <12,
considerando-se, por exemplo, o 10° usuario, tem-se que TF = 3(10—-1) =27
segundos, ou seja, ele aguarda até a saida do 9° usuario para que ele ingresse no
sistema.

Chegadas
de usuéarios

Saidas de
usuarios

3s 6s llZs l
20

10

Exemplo 2

Analisar o sistema representado por D/D/1/6/FIFO com 1/2=3 segundos e 1/u = 5
segundos.

m=1/u+1/A=5/3 =1,67

0, 0<t<3
NS = [t/3]—[(t—3)§], 3<t<ty
5ou6, t >t
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G5-3)(n-1) n<3
TF =
nao existe expressao geral,n > 14

Como NS (t5) =k + 1 =6 + 1 = 7, entdo: NS (¢§) = [t3/3] — [(t; — 3)| = 7. Para se

calcular tg, instante de tempo em que ocorre a primeira rejeicdo, deve-se proceder de
forma empirica como se segue:

to 54 48 45 42 39 30

NS (£5) 8 7 7 7 6 5

Sendo assim, At; que é a ordem do primeiro usuario rejeitado, é: 42 x 0,333 = 14°.
Para se verificar a quantidade de usuéarios no sistema (NS) para t > t;, determinado
como 5 ou 6, de forma mais facilitada, faz-se necesséria a elaboracdo de um grafico
similar ao do exemplo 1.

5. MODELOM/M/1

Consideracdes do Sistema
As equacdes para este modelo baseiam-se nas seguintes caracteristicas:

» Formas da chegada a fila e de atendimento seguem o modelo Marcoviano
(distribuicdo de Poisson ou a distribuicdo exponencial negativa) e;
» Quantidade de canais de atendimento igual a 1.

Expressodes

v" Quantidade Média de Clientes no Sistema: NS=X/(pn - 1)

v Quantidade Média de Clientes na Fila: NF =22 /[ n (u-2)]

v' Fator de Utilizacdo do Servidor — Fracdo Média de Tempo que o Servidor esta
Ocupado: p =i/

v Probabilidade de Existirem n Clientes no Sistema: P(n) = (1 -A/u) (A / p)"

Teorema de Little: Para qualquer sistema de filas, no qual exista uma distribuicdo em
regime constante, sdo validas as seguintes relacdes:

NS=ATSeNF=ATF

Vale relembrar que sistemas estaveis sdo caracterizados por A < pu,ou seja, p < 1.
Quanto mais o valor de “p” se aproxima de 1 a fila tende a aumentar infinitamente.
Observa-se pela expressdo de NF que se A = u, ou seja, p = 1, o tamanho da fila &

infinito.

Exemplo 1:
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O numero médio de carros que chegam a um posto de informacbes é igual a 10
carros/hora. Assumir que o tempo médio de atendimento por carro seja de 4 minutos, e
ambas as distribuicbes de intervalos entre chegadas e tempo de servico sejam
exponenciais.

Responder as seguintes questdes:

a - Qual a probabilidade do posto de informacdes estar livre?

b - Qual a quantidade média de carros esperando na fila?

¢ - Qual o tempo médio que um carro gasta no sistema (tempo na fila mais o tempo de
atendimento) ?

d - Quantos carros serdo atendidos em média por hora?

Dados do Problema:

Chegada: A = 10 carros/hora.
Atendimento: em média, 1 carro a cada 4 minutos, ou seja 15 carros/hora (60/4). Sendo
assim, u = 15 carros/hora.

Solucéo:

a-PO)=@-A/w(/w? =(12-10/15)x1=1/3=33,33%
b-NF=A2/[pu(pn-2)]=10%/15(15-10)=1,33 carros

c - Dado que NS = A TS, entéo:

TS=NS/A =1/(p -A)=1/5=0,2 horas ou 12 minutos (Atengéo)

d - Se a ocupacdo média do posto fosse de 100%, entdo, o niumero médio de carros
atendidos por hora seria de 15 carros. Sendo a ocupacdo média, a 100%, igual a 1 -
P(0), ou seja, igual a 2/3, entdo o numero de carros atendidos por hora seria de:

15 * 2 /3 = 10 carros por hora.
Exemplo 2:

Supondo-se que a chegada de um navio ao berco portuario siga a distribuicdo de
Poisson, com uma taxa de 6 navios por dia. A duracdo média de atendimento dos
navios € de 3 horas, seguindo-se a distribuicdo exponencial. Calcule os seguintes
valores:

a — Qual a probabilidade de um navio chegar ao porto e ndo esperar para atracar?

b — Qual é a quantidade média de navios na fila do porto?

¢ — Qual é a quantidade média de navios no sistema portuario?

d — Qual é a quantidade média de navios utilizando o porto?

e - Qual é o tempo médio de um navio na fila?

f — Qual deve ser a taxa de chegada de um navio para que o tempo médio na fila seja
de 3 horas?

g — Qual é a probabilidade do berco portuario estar em uso?

Dados do Problema:
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Chegada: A = 6 navios/dia.
Atendimento: em média, 1 navio a cada 3 horas, ou seja 8 navios/dia (24/3). Sendo
assim, p = 8 navios/dia.

Solucéo:

a-PO)=@Q-A/pw/pwl =(1-6/8x1=1/4=25%
b-NF=X2/[u(pn-1)=6%/[8(8-6)]=2,25navios

C—NS=A/(p -2)=6/(8-6)=3navios

d — Navios no Porto = NS — NF =3 - 2,25 = 0,75 navio

e—TF =7?,como NF = A TF entdo TF = NF/ A,ou seja TF =2,25/6 =0,375 dia =9
horas

f— Se TF = 3 horas = 0,125 dia (3/24), mantendo-se a mesma taxa de atendimento (n),
deve-se calcular a nova taxa de chegada (1). Sendo assim:

SendoNF=2%/[pu(pn-A)]eNF=ATF, entdo A?/[u(pn-2)] =ATF ..
TE={2/[pn(p-2)]1Ix2/a=a/[p(u-2)] =2/ (p2-pr) -
TE(p?-pr)=A ~ TFW-TFuA=A ~TFW=TFuA+X ..
AMTEpu+D)=TF2 - |A =TF 2/ (TE p+ )]

A =0,125x82/(0,125 x 8 + 1) = 4 navios / dia
g — Se a probabilidade de néo ter nenhum navio no berco portuario € de 25%, entéo a
probabilidade de ter-se um navio atracado éde 1 -P(0)=1-1/4=3/4=0,75=75%

Exemplo 3:

Uma distribuidora de combustiveis utiliza caminhdes para transportar o seu produto.
Sabendo-se que esta empresa s6 tem um ponto de abastecimento dos caminhdes, que
os ritmos de chegada e de atendimento seguem as distribuicbes do modelo
Marcoviano, que a taxa de chegada dos caminhfes é de 4 unidades por hora, que a
taxa de atendimento é de 5 unidades por hora, que os custos horarios do funcionario
que abastece o veiculo é de 5,00 unidades monetarias e do motorista é de 12,00
unidades monetarias, calcule o custo horario do sistema e a probabilidade do
funcionario que abastece ficar sem nenhum caminh&o para abastecer.

Dados do Problema:

Chegada: A =4 caminhdes/hora.

Atendimento: p = 5 caminhdes/hora.

Custo do funcionario que abastece o caminhao: 5,00 unidades monetarias.
Custo do motorista: 12,00 unidades monetarias.

Solucéo:

Quantidade de Caminhdes no Sistema:
NS=A/(pn -L)=4/(5-4) =4 caminhbes
Por hora, 1 funcionario abastece 4 caminhdes, entdo calcula-se o custo do
sistema por:
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Custo Horario do Sistema = 5,00 + (12,00 x 4) = 53,00 unidades monetarias.

Probabilidade de n&o ter nenhum caminh&o para ser abastecido:
PO =@Q-A/w/wP = (1-4/5)x1=20%.

Exemplo 4:

Um técnico de laboratério gasta 30 minutos em meédia para reparar relés. Considerar
que o tempo distribui-se conforme uma distribuicdo exponencial negativa. Os relés
chegam a recepcéo do laboratdério segundo a distribuicdo de Poisson a uma taxa média
de 10 relés por dia. Considerar um turno de 8 horas de trabalho. Eles sé&o reparados de
acordo com a ordem de chegada.

a) Qual a folga média do técnico por dia de trabalho?

b) Em média, quantos relés se encontram na oficina aguardando reparacao?

Solucéo:

Tempo para reparacdo: 30 minutos, ou seja, u =2 relés/h
Taxa de chegada: 10 relés/8 horas de trabalho, ou seja, A = 1,25 relés/h
a) PO)=@-x/pwA/n°=(1-1,25/2)(1,25/2)°=0,375 = 37,5%
Como sao 8 horas diarias de trabalho: 8 x 0,375=3 h
b) NF=22/[pn(p-A1)]=1,25%/[2(2-1,25)] = 1,04 aparelhos.

Exercicio 1:

Uma loja de departamentos 24h tem um técnico para fazer manutencdo nas maquinas
registradoras. Sabe-se que na loja de Recife, quatro maquinas falham, em média, por
dia, seguindo distribuicdo de Poisson. O técnico repara, em média, seis maquinas por
dia, seguindo-se uma distribuicdo exponencial. Como a loja depende da média dos
registros de venda, pela falta de maquina, ela deixa de registrar R$ 3.500,00 por hora.
O técnico usa materiais para manutencdo que custam, em média por maquina, R$
310,00. Por isso, determine:

a) Qual é o custo total de maquina parada? R$ 168.620,00

b) Qual a probabilidade do técnico ndo estar executando a manutencdo de maquinas?
33%

c) Qual é a quantidade média de maquinas na fila? 1,33 maquina

d) Qual é a quantidade média de maquinas no sistema? 2 maquinas

e) Qual é o tempo médio das maquinas na fila? 7,92h

f) Qual é o tempo médio das maquinas no sistema? 12h

Exercicio 2:

Considere um sistema de fila tipo M/M/1 em que navios chegam a um porto para
carregar algum produto. A seguir estdo anotados os valores, para 20 navios, dos
intervalos entre chegadas (em horas) e da duracdo de carga (em horas) de cada navio.
Baseando-se neles, determine:

Abertura | 1 | 2| 3 | 4] 5] 6| 7]8]| 9 |10]11] 12| 13 |14 15 | 16|17 ] 18] 19| 20 |
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do Porto
(t=0)

A |10 213|728

|00
00]
[EEN
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o
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B | 5/5 3]3|6]|7

A — Intervalo entre chegadas
B — Duracéo dos atendimentos

a) A taxa de chegada; 2,86 navios/dia

b) A taxa de atendimento; 4,76 navios/dia

c) O tamanho médio da fila; 0.9 navio

d) A guantidade de navios no sistema; 1,51 navio

e) O tempo médio dos navios na fila; 0,31 dia = 7,44h

f) A probabilidade de existirem trés navios no sistema. 9%

Exercicio 3:

Em uma mineradora verificou-se que o tempo médio dos caminhdes junto a um sistema
de carregadeiras tipo M/M/1 é de 3 minutos e que, em média, existem 6 caminhdes
neste sistema. Qual € a taxa de chegada dos caminhdes? Resp. 2 caminhdes/minuto

Exercicio 4:

Um operador logistico recebe, em média, 4.000 itens de produtos em uma hora. O
ponto de entrada desses itens € Unico para recebimento e avaliagdo critica. Existe um
anico atendente para este ponto de entrada. Ele tem capacidade para atender 4.200
itens por hora, em média. Sabendo-se que a chegada e o atendimento podem ser
representados por distribuicdo exponencial, determine:

a) Qual a fracdo média do tempo que o atendente esta ocupado? 95%

b) Qual a quantidade média dos itens na fila? NF=19 itens

c) Qual a quantidade média dos itens no sistema? NS=20 itens

d) Qual o tempo médio dos itens na fila? TF=17,14s

e) Qual o tempo médio dos itens no sistema? TS=18s

f) Qual a probabilidade de n&o existirem itens no sistema? 5%

g) Qual devera ser a taxa de chegada dos itens para uma reducdo do tempo no
sistema de 30%? 3914,3 itens/h

h) Quantos itens serdo efetivamente atendidos? 3990 itens/h

Exercicio 5:

Numa sala de espera, com 1 médico atendendo, ha 15 clientes em média. A taxa de
chegada é de 1 cliente a cada 30 segundos. Qual € o tempo médio de espera dos
clientes na sala? Os clientes sédo atendidos por ordem de chegada (FIFO).

Resp.: 7,5 minutos

Exercicio 6:
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Um sistema para atendimentos esta associado a 100 computadores. O tempo médio
para resposta a requisicdo do computador ao sistema de atendimento € de 0,6
segundos. No horario de pico sdo efetuadas 20 consultas/minuto. Qual € a
probabilidade do sistema de atendimento estar livre? Resp. 80%

Exercicio 7:

Uma industria deseja contratar um especialista para manutencdo de maquinas que
apresentam 3 falhas/h. Para isso, a industria possui 2 op¢oes:

- 1 Especialista lento: ritmo de manutencao de 4 falhas/h a R$ 3,00/hora

- 1 Especialista rapido: ritmo de manutencao de 6 falhas/h a R$ 5,00/hora

O custo de maquina parada é de R$ 5,00/h. Qual é a melhor contratagdo que deve ser
efetuada pela industria de forma a minimizar o custo total? Resp. Especialista rapido
R$ 10,00/h

5.1. SISTEMA DE FILAS SEQUENCIAIS — M/M/1

Em qualquer sistema estavel, o fluxo que entra é igual ao fluxo que sai.

A

A

=

|
!

Al
=)
A2
=)

>
)
O

Em um sistema estavel, o fluxo se desdobra aritmeticamente.
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12=0,8.1

Exemplo 1: em um sistema de filas sequenciais, conforme figura, calcule o tamanho

das filas que se formam em cada servidor.

=10 u=15 u=30
-0 00—00 0~
Chegada Fabricacio Inspecdo

0
@ =

Reparo  p=20 9 -

6. MODELOM/M/1/Kk

k: nimero maximo (capacidade maxima) de usuarios no sistema.

Expressoes

v' Probabilidade de Existirem n Clientes no Sistema: P(n) = p”[

sendo P(0) = (1(_1;,531)

P(n) =0paran >k

p[1-(k+1)p*+kpk+l]

Quantidade Média de Clientes no Sistema: NS = (—p 1) (1-p)

Quantidade Média de Clientes em Atendimento: NA = 1 - P(0)
Quantidade Média de Clientes na Fila: NF = NS — NA

o . . . —__ NS
Tempo Médio de Clientes no Sistema: TS = A-POL

AN NEENEEN

(1-p)

(1_pk+1)

]'paranSk
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v T . _— _ NF

Tempo Médio de Clientes na Fila: TF ALPL
Observacédo: embora a taxa de chegada de clientes ao sistema seja A, a taxa de
clientes que permanecem no sistema é A [1 — P(K)]

Exemplo 1:

Uma barbearia tem 1 barbeiro e um total de 10 cadeiras. O intervalo de tempo entre
chegada de clientes a barbearia € em média de 20 clientes por hora. Aqueles clientes
que chegam e encontram a barbearia cheia, ndo entram. Os barbeiros levam em média
12 minutos para cortar o cabelo de cada cliente. Os tempos gastos nos cortes de
cabelo sao distribuidos exponencialmente.

1 - Na média, qual é a taxa de clientes que ndo serdo efetivamente atendidos (ficardo
a espera)?

2 - Na média, quanto tempo cada cliente gasta na barbearia?

Solucéo:

Taxa de ocupagédo do sistema: p=A/u=20/5=4
1 - Numero médio de clientes que entram por hora na barbearia:
a) probabilidade de ter menos de 10 clientes na barbearia:
1-P(10)=1-410[(1-4)/(1-4")=0,25
b) numero médio de clientes que permanecem na barbearia:
A[1-P(10)] =20 x 0,25 = 5 clientes / hora
Obs.: Numero de clientes que néo serdo atendidos (ficardo a espera) € igual a:
20 - 5 =15 clientes / hora
2 - Tempo gasto por cliente na barbearia:
a ) Namero médio de clientes na barbearia:
NS ={4[1-11(4%°) +10(4*"))]1}/ {(@-4"H)(1 - 4) }=9,67 clientes
b ) Tempo médio gasto por cliente na barbearia:
TS =9,67 /(20 x 0,25) =1, 93 horas

Exercicio 1:

Em um Centro de Distribuicdo (CD) existe a capacidade de receber, no maximo, 40
caminhdes. Sabe-se que se pode atender um caminhdo de cada vez. As taxas de
chegada e de atendimento do CD seguem uma distribuicdo Markoviana. Dez
caminhdes sdo atendidos, em média, por hora e chegam ao CD a cada 10 minutos.
Determine:

a) Qual a probabilidade do CD estar em atendimento? 1 — P(0) = 60%

b) Qual é o tempo de espera no CD? TS = 0,25h (15 min.)

c) Qual é a quantidade média de caminhdes na fila? NF = 0,89 cam.

d) Qual é a quantidade média de caminhdes no sistema? NS = 1,49 cam.
e) Qual é o tempo médio dos caminhdes na fila? TF = 0,15h (9 min.)

Exercicio 2:
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Um patio ferroviario tem capacidade para receber no maximo 30 vagdes de minério,
sem influenciar no trafego. Sabe-se que s existe um virador de vagao para
descarregar a carga. As taxas de chegada dos vagdes e de atendimento seguem as
distribuicdes de Poisson e exponencial, respectivamente. Um vagao € virado a cada 10
minutos. Chega ao patio 1 vagdo a cada 15 minutos. Determine 0s seguintes
parametros do sistema:

a) Qual é a probabilidade de néo existir vagao no patio? P(0) = 34%

b) Qual é o tempo médio gasto, por cada vagao, no patio? TS = 30 minutos

c) Qual é o tempo médio do vagao na fila? TF = 19,8 minutos

d) Qual é a probabilidade do patio ter algum trem em atendimento? 1 — P(0) = 0,66

Exercicio 3:

Um porto, com um ponto para descarga, recebe navios RO-RO. Nesse ponto pode-se
descarregar, em média, 5 navios/dia, acostando, no maximo, 2 navios de cada vez.
Quando o porto esta ocupado, os navios que chegam sdo desviados, acarretando R$
20.000,00 por navio desviado. O navio parado no porto custa R$ 12.000,00/dia e por
navio. Sabe-se que a chegada segue uma distribuicdo de Poisson com taxa de 3
navios/dia. Os tempos de chegada seguem uma distribuicdo exponencial negativa.
Avalie a viabilidade econémica para ampliar o cais para receber mais um navio (3 ao
todo), o que levaria o custo diario em R$ 1.000,00, ou manter a configuragdo atual.
Resp.: Ampliando para trés bercos, a economia seria de R$ 1.220,00.

7.MODELOM/MI/c

c: especifica o numero de canais de atendimento ou nimero de servidores.
Expressoes

v Taxa de Ocupacgdo do Sistema: p = A / cuonde pu é a taxa por canal de
atendimento

v' Probabilidade de Existrem n Clientes no Sistema: P(n) =
1,2,...,c sendo P(0) = =

i=c—1 ((cp)l | (cp)€
iz ' i c!(l—p)]

n!

— (ep)°P(0)
P(nzc) = ol i—p)
Quantidade Média de Clientes na Fila: NF= —P((n:;;p

Quantidade Média de Clientes no Sistema: NS = NF + NA = NF + (A / )
Tempo Médio de Clientes no Sistema: TS = %

Tempo Médio de Clientes na Fila: TF = %
Tempo Médio de Clientes em Atendimento: TA=1/pn

AN NN

Exemplo 1:

Considere um banco com 2 caixas para atendimento de clientes. Em média, 80 clientes
por hora chegam ao banco e esperam em 1 Unica fila para serem atendidos. O tempo

Direitos autorais para Marcelo Sucena Pagina 21 de 32



Engenharia de Producéo
TEORIA DAS FILAS

médio de atendimento por cliente € de 1,2 minutos. Assumir que o intervalo de tempo
entre chegadas de clientes e o tempo de atendimento sdo exponenciais.

Determinar:
1 - O numero esperado de clientes no banco.
2 - O tempo que cada cliente gasta no banco.

Dados:

A = 80 clientes/h

u =60/1,2 = 50 clientes/h
c=2

Solucéo:

Taxa de ocupacgéo do banco: p=A/cu=80/(2x50)=0,80

1-
a) Probabilidade de se ter mais de 2 clientes no banco:
— 1 —
P(O) - [(ZXO,S)OI (2><0,8)2] (2x0,8)1 | (2><0,8)2] = 0,065
ol '21(1-0,8) 1 ' 21(1-0,8)
_ (2x0,8)2x0,065 _ 0,1664 _
P(n=c) = asos - os = 0,416
b) Numero de clientes esperando na fila - NF= —P((“i;;p =(0,416x0,80)/(1-0,8) =
1,7 cliente
c) Numero de clientes esperando no Sistema: NS = NF + (A / ) = 1,7 + (80/50) =
3,3 clientes

2—-TS=NS/A=3,3/80=0,041 h =2,46 minutos
Exercicio 1:

Uma agéncia de reciclagem de aluminio tem duas maquinas para extrusédo e funciona
em periodos de 8h por dia. A carga chega a agéncia a cada 10 minutos e descarregada
e extrusada a cada 15 minutos. A empresa pretende colocar mais uma extrusadora,
mas nao sabe se sera interessante quanto ao tempo da carga na fila. Verifique isso.
Resp. melhor opcéao C = 3.

8. MODELOM/Er/1

Segundo Pereira (2009), o modelo de Erlang, com um servidor, as chegadas seguindo
a distribuicdo de Poisson com parametro A e os tempos de atendimento seguindo a
distribuicdo de Erlang de ordem r com parametros r e u, aplica-se, por exemplo, no
caso em que se tem uma atividade para passar, etapa para etapa, por uma série de r
fases de producdo independentes. Cada etapa tem um tempo com distribuicdo
exponencial com um parametro comum . A analise do modelo M/Er/1 é similar a do
modelo M/M/1.
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A taxa de ocupacgdo € dada por p = rA /u. Para que o sistema atinja o estado de
equilibrio & necessario e suficiente que p < 1.

As expressoes que fundamentam a resolucdo do modelo de Erlang estdo expostas na
tabela a sequir.

Expressdes para o Modelo de Filas de Erlang de Ordem r

Probabilidade de ocorréncia
do estado 0

_ -7 — /A 2k
‘{UU - 2..;;::1 r ';,‘.h 1
zp (1—zi/zx)
i=1, iF#k

Probabilidade de ocorréncia

_ v —Irf..,-"A 1 "
e (%)

do estado n =5 #_(1—,:,-;,:5.]
i=1, i¥k

Niumero médio de clientes I = pp+.,-r2—p)

no sistema # 2r(1—p)
Comprimento médio da fila L, = %

Tempo médio de espera no W. = kr2—p)

sistema s = Zu(l-p)

Tempo médio de espera na W, — 2lrt1)

fila 97 2u(l—p)

Taxa de ocupacgao

AT

P =
Fonte: Pereira (2009)
Obs.: cuidado com as variaveis que sdo diferentes das usadas nesta apostila

9. CADEIAS DE MARKQOV

9.1. Sinopse de Conceitos Associados a Teoria da Probabilidade

Considerando-se experimentos em que o0s resultados ndo sejam previsiveis
antecipadamente, tais como langamento de uma moeda, jogar um dado, vida util de um
equipamento mecanico etc., pode-se considerar como espago amostral os resultados
possiveis destes.

Para os experimentos anteriores, tem-se: uma moeda lancada, Espaco Amostral =
{cara, coroa}; para o dado jogado, Espaco Amostral = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; para vida util de
um equipamento mecanico, Espaco Amostral = [0, «).

Para tais experimentos tem-se que o subconjunto de cada espaco amostral é
denominado evento. Para a moeda, Evento 1 = {cara} e Evento 2 = {coroa}; para o
dado, considerar os resultados que sao numeros pares, ou seja, Evento 1 = {2, 4, 6};
para um equipamento que dure ao menos 1 anos, mas ndo complete o segundo, tem-
se Evento 1 =[1,2).

Tomando-se, entdo, os resultados de um experimento que pode ser listado pelo espaco
amostral (S) com os seus eventos (E), observa-se que a probabilidade P de um certo
evento - P(E) — compreende-se entre 0 e 1, isto é: 0 < P(E) < 1; Além disso, a
probabilidade deste espago amostral é igual a 1 - P(S)=1.

A probabilidade condicional é a probabilidade de certo evento ocorra sabendo-se da
ocorréncia de um anterior. Por exemplo, qual é a probabilidade da soma de dois dados
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lancados ter resultado 10, sabendo-se que o primeiro saiu 4? Os eventos possiveis sdo
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6) e, por isso, a probabilidade do resultado ser 10 € de
1/6.

Pode-se expressar a probabilidade condicional de um evento E ocorra sabendo-se que
outro evento F ocorreu, por P(E|F) = P(EnF)/P(F). Por exemplo, considerar que uma
moeda sera lancada 2 vezes, qual sera a probabilidade condicional de que resulte duas
vezes cara (E), tomando-se que pelo menos uma cara foi observada (F)?

S ={(cara, coroa), (coroa, cara), (cara, cara), (coroa, coroa)}

E = {cara, cara};

F={(cara, coroa), (coroa, cara), (cara, cara)}

P(E|F) = P(ENF)/P(F) =

P({(cara,cara)}) / P({(cara, coroa),(coroa, cara),(cara, cara)}) = ¥a/ % =1/3

Nestes termos, uma variavel aleatoria pode ser entendida como o resultado de uma
medicdo de algum parametro que pode gerar um valor diferente a cada medida, ou
seja, diz respeito a caracteristica do experimento que se quer estudar.
Matematicamente, ela € a funcédo que associa cada elemento de um espaco amostral a
um numero real. Por exemplo, se ao lancar uma moeda trés vezes, obtém o seguinte
espaco amostral: S = {(ccc), (kcc), (ckc), (cck), (kkk), (kkc), (kck), (ckk)}, sendo c
representando “cara” e k, “coroa’. Necessita-se avaliar a quantidade de caras
possiveis. Assim, a variavel aleatoria X, que representa a quantidade de “caras”, pode
ser expressa da seguinte forma:

X = 0 {(kkk)}

x = 1 {(kkc)(kck)(ckk)}

x = 2 {(kcc)(ckc)(cck)}

x = 3 {(ccc)}

Uma variavel aleatoria discreta assume cada um dos seus valores com certa
probabilidade, conforme a seguir:

X 0 1 2 3
P(X =x) 1/8 3/8 3/8 1/8

As variaveis aleatdrias podem ser classificadas em:
e Discretas (VAD) — a quantidade de valores possiveis, assumidos por X, for
contavel e finita (ou infinita).
e Continua (VAC) — a quantidade de valores possiveis, assumidos por X, for
formada por intervalos, ou seja, por valores ndo-contaveis.

Exemplos:

1) Para VAD:
a) Jogar um dado néo viciado:
S={1,2,3,4,5, 6}
X =1 se ponto for igual a 6
X =0 caso contrario
X ={0, 1}
b) Jogar uma moeda até tirar uma cara:
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X assume a quantidade de jogadas até tirar uma cara (incluindo-se a cara)

X={1,2,3, ..}
X assume a quantidade de coroas até tirar uma cara
X={0,1,2,..}
2) Para VAC:

a) X distancia entre dois pontos positivos:
X = [0,+o0]

b) X distancia entre dois pontos quaisquer:
X = ]-00,+00]

Quando nos depararmos com situagbes em que as variaveis aleatérias sao
dependentes umas das outras, ou suas distribuicdes de probabilidade mudam com o
tempo, ou ambas as coisas acontecem; estudam-se tais situacbes baseando-se na
teoria de funcbes aleatdrias, ou seja, na teoria de processos estocasticos.

Os termos processo estocastico e processo aleatdrio sdo sinbnimos e abrangem toda a
teoria de probabilidades. Na pratica, entretanto, o termo processo estocastico €&
reservado para quando o parametro temporal é introduzido.

9.2. Processo Markoviano

Tomando-se n = 1,2,..., «© e qualquer sequéncia de estados possiveis si1, S2,..., Sn+1 ,
com Xn, Xn-1,..., X1 conhecidos, tem-se para Xn+1 COMo uma variavel aleatoria discreta:

P(Xn+1 = Sn+1 | X1=81, X2=8S2,..., Xn:Sn) = P(Xn+1 = Sn+1 | Xn:Sn)

Traduzindo: as probabilidades de todos os estados futuros X; (j > n) dependem
somente do estado atual Xn, mas ndo dependem dos estados anteriores Xu,..., Xn-1.

Um processo Markoviano é um processo estocastico cuja dindmica do comportamento
€ tal que a distribuicAo de probabilidade do futuro depende somente do estado
presente e ndo levando em consideragdo como o processo chegou a tal estado

(passado).

Os processos markovianos sdo modelados formalmente pelos modelos de
Markov, que séo sistemas de transicoes de estados, onde eles séo representados em
termos de seus vetores probabilisticos, que podem variar no espaco temporal
(discreto ou continuo), e as transicOes entre estados sdo probabilisticas e
dependem apenas do estado corrente.

Se 0 espago de estados é discreto, o processo Markoviano € conhecido como cadeia
de Markov.

Em uma cadeia de Markov, o simbolo pj (probabilidade de passar do estado i para o
estado j em uma fase) é usado para representar a probabilidade (condicional) de que,
dado que o sistema esteja no estado i em um certo momento, venha a estar no
estado j no intervalo de tempo seguinte. O simbolo pij também pode ser denominado
como probabilidade de transicdo de cadeias de Markov.
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Se A é o evento do sistema no estado i no tempo n e B € evento do sistema no estado |
no tempo n+1, entdo pij = P(A|B), ou seja, é a probabilidade de ocorrer o evento A
sabendo-se que B ocorreu.

9.3. Matriz de Transicéao

Considere uma cadeia de Markov com estados 1,2,...,N. Seja pijja probabilidade
de transigcéo do estado i para o estado j. Entdo a matriz NxN P=[pij] denomina-se matriz
de transicdo de cadeia de Markov. Por exemplo, se a cadeia de Markov tem quatro
estados 1, 2, 3, 4, a matriz de transicao pode ser representada assim:

P11 " Pis

Pa1 = Pas

9.4. ModeloM/ M /1

Uma fila que segue o modelo M/M/1 pode ser representada pela figura a seguir, onde
0S numeros representam os estados possiveis e as setas as possiveis transicoes.

A A A A
_ y oy
(o 1) - n
P(0) RN 7 N
7] 7 7 7

Fonte: Pereira (2009)

No estado 0, o numero de entradas por unidade de tempo é uPi, que ocorre na
passagem do estado 1 para o estado O por saida do sistema de um cliente atendido, e
0 numero de saidas por unidade de tempo é APo, que ocorre na passagem do estado 0
para o estado 1 por chegada de um cliente ao sistema.

Para que o estado de equilibrio ou estacionario ocorra € necessario que o namero de
entradas por unidade de tempo e o nimero de saidas por unidade de tempo sejam
iguais, isto é: pyP1 = APo — P1 = APo/p

No estado 1 o numero de entradas por unidade de tempo é APo + uP2, que acontece na
passagem do estado 0, com a chegada de um cliente ao sistema, ou na passagem do
estado 2 por saida do sistema de um cliente atendido, e o nimero de saidas por
unidade de tempo é AP1 + uyPi, que acontece na passagem para o estado 2 por
chegada de um cliente ou para o estado 0 por saida do sistema de um cliente atendido.

A expressdo que representa o estado de equilibrio da fila é: Pn = (Mu)" Po. Para
reavaliar o desenvolvimento desta expressao, deve-se se reportar a Pereira (2009).

Sabendo-se que a taxa de ocupacao (p) é igual a My, entdo Pn = (p)" Po, para n sendo
a quantidade de atendimentos aos clientes.
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Para condicdo de equilibrio da fila, tem-se:
e Taxa de ocupacao: p = Ay
¢ O numero médio de clientes no sistema: NS=p /(1 - p).
e O nimero médio de clientes na fila NF = p?/ (1 - p).
e O numero médio de clientes esperando quando existe pelo menos uma pessoa
esperando (caso especial de NF) NF' =1/ (1- p) = p/(p - A).
e O tempo médio de clientes no sistema TS =1/p (1 - p).
O tempo médio de clientes nafilaTF =p/u (1 - p).

e Probabilidade de ocorréncia do estado 0: Po=1-p

¢ Probabilidade de ocorréncia do estado n: Pn = p" Po

e Probabilidade de existirem no sistema k ou mais clientes: P(N 2 k) = pX

e Probabilidade de o tempo de espera na fila ser zero: P(TF = 0) = Po

e Probabilidade de o tempo de espera na fila exceder t: P(TF > t) = My [e ®~ )]

e Probabilidade de o tempo gasto no sistema exceder t: P(TS > t) = e A~ bt
Exemplo 1:

A Sra. Cutt possui um saldo unissex. Ela ndo marca hora, de forma que, o atendimento
ocorre numa disciplina “primeiro a chegar, primeiro a ser atendido” (FCFS). Ela acredita
gue esta muito ocupada aos sabados pela manhad, de modo que, ela esta estudando a
possibilidade de contratar uma assistente e possivelmente mudar-se para um
estabelecimento maior. Entretanto, antes de tomar essa decisao ela deseja saber qual
0 numero médio de clientes no saldo e qual o nimero médio de clientes esperando
para serem atendidos.

Para tanto, a Sra. Cutt observou que os clientes chegavam ao saldo de acordo
com um processo de Poisson com uma taxa média de chegada de 5 clientes/h.
Além disso, foi observado que o tempo de atendimento era exponencialmente
distribuido e em média de 10 minutos. Sabe-se que a sala de espera do saldo tem 4
assentos, e por isso ela quer saber qual é a probabilidade dos seus cliente terem que
ficar de pé esperando pela sua vez.

Dados do problema:

A =5 clientes/h e p = 60/10 = 6 clientes/h
Taxa de ocupacdao (p) = 5/6 = 0,83
Numero médio de clientes no sistema: NS = 0,83/ (1 — 0,83) = 4,88 = 5 clientes
Numero médio de clientes na fila: NF = 0,83%/(1-0,83)=0,69/0,17 = 4,06 =

4 clientes
O numero médio de clientes esperando quando existe pelo menos uma pessoa
esperando (caso especial de NF) NF’ = 1/ (1- 0,83) = 5,88 = 6 clientes

Ela também esta interessada em saber a porcentagem de tempo que os clientes séo
atendidos sem terem que esperar em fila, ou seja, a probabilidade que uma chegada
ocorra e o sistema estejavazio é: Po=1-p=1-0,83=0,17=17%

Desse modo, 17% do tempo da Sra. Cutt estd ociosa, fazendo com que o préoximo
cliente a chegar possa ser atendido sem ter que esperar. Devido ao fato do processo
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de Poisson governar sua chegada e por causa de sua propriedade completamente
aleatdria, a porcentagem de clientes que entrardo em servico diretamente sem ter que
esperar € 17% também. Por outro lado, 83% dos clientes devem esperar antes de
serem atendidos.

A sala de espera da Sra. Cutt tem quatro assentos, de forma que, ela esta interessada
em saber a probabilidade de um cliente, apGs chegar, nao ter lugar para sentar.

Pr{cliente ndo encontrar nenhum assento disponivel} =
Probabilidade de existirem no sistema k ou mais clientes = P(N 2 k) = p¥
Pr{N=5} = p>=0,83°=0,39

Isto implica que em quase 40% do tempo, os clientes ndo encontrardo lugar para
sentar.

Tempo médio de atendimento no saldo e tempo médio na fila sdo:
O tempo médio de clientes no sistema TS=1/u(1-p)=1/6(1-0,83)=0,98 =
1 hora
O tempo médio de clientes nafilaTF=p/pu (1-p)=0,83/6(1-0,83) =0,81 horas x
60 minutos = 49 minutos.
9.5. ModeloM/M/C
c: especifica o nimero de canais de atendimento ou niumero de servidores.

A préxima figura expressa o modelo M/M/C considerando uma cadeia de Markov.
A
A
LU
(f )H/ (c- 1\ \H& >ﬂ\‘
P(Ul\\___}ﬁ(%/ \HJPE’{)\ﬁrC/\/ R F‘[n]\h‘/

2y (C-Tu Cu CM CM CHM
Fonte: Adaptado de Pereira (2009)

Expressdes (Fonte: Costa, s/d)

e Taxa de ocupagéo: p = N/Cp N L
e Probabilidade de ocorréncia do estado 0: 7= ‘-;’ mt+_or ) (le=p<l)
clil-p)
Sendo r = ANy
e Probabilidade de existirem no sistema k(n) Pa=_2A"__po (n>=c). ou
mais clientes: c"elu”

e O numero médio de clientes na fila (Lg=NF): L =._J'”E%_l o sendor = Ay
c!(l-p)

e O numero médio de clientes no sistema (L=NS): L =r+(_r'p_1m
el(l-py
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e O tempo medio de clientes na fila (Wo=TF): W, =Lk = r
c!{eu 1-p)’

L

e O tempo medio de clientes no sistema (W=TS): w = 1/ +( )
elep)(1-p)°

Exemplo 1:

Uma clinica de olhos da cidade oferece consultas gratis todas as quartas a tarde.
Existem trés oftalmologistas na clinica. Um teste oftalmoldgico leva, em média, 20min,
sendo considerado como exponencialmente distribuido ao redor desta média. Os
pacientes chegam, por distribuicdo de Poisson, com média de 6 pacientes/h. Eles sé@o
atendidos considerando a forma FCFS. Os planejadores do hospital estao interessados
em saber:

(1) Qual é o numero médio de pessoas esperando (NF);

(2) A quantidade média de tempo que um paciente gasta na clinica (TS);

Dados do Problema:
C =3, A = 6 pacientes/h e p = 60/20min = 3 pacientes/h

Taxa de Ocupacéo (p) = NCu =6/(3 x 3) =2/3 =0,67
r=Nu=6/3=2

A
Da expressao de Pg = {Zr'lf']l! + o }-I irle=p=<1) Chega-se a
Py

n=c1l=2 cil-p)
_(2° 2t 22 23 -1
Po _(E+E+E+ 3!(1—0,67)) =011
. a L :._J'UE%_I M.
Da equacdo NF = tem-se que: el(1-p)’

NF = [(23 2/3)/3!(1-2/3)%]1/9 = 8/9 = 0,89

TS= W=lp+(_ 1 Im
cliew)1-p)*

TS 1 + 2 0,11 9,88 + 0,33 = 0,48h
= — X = =
3 3!1(33)(1-067)2" 594 ’

TS = 1/ + NF/A = 1/3 + (8/9)/6 = 13/27h = 28,9min.
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9.6. Modelo de 1 Canal e 1 Fila com Populacao Infinita(M/M/® ) —c =

A préxima figura expressa o modelo M/M/C considerando uma cadeia de Markov.

TR
Fonte. Perelra (2009)
Expressodes
Probabilidade de ocorréncia do .
Pop=e!
estado 0
Probabilidade de ocorréncia do o
P Ph - Lr{ ¢
estado n n!
Niimero médio de clientes no I — o
sistema s =
Comprimento médio da fila L =1

Tempo médio de espera no sistema

Tempo médio de espera na fila

Taxa de ocupagao

Fonte: Pereira (2009)

Obs.: cuidado com as variaveis que sdo diferentes das usadas nesta apostila
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ANEXO

Letras Gregas

Maiusculo/Minusculo/Nome Port./Nome Inglés

Aqg Alfa/Alpha Hny Eta, Eta Ny  Ni,Nu Tt Tau/Tau
Usado como nano
107
BB Beta/Beta 00 Teta/Theta Ea Xi “Ksi”/ Yv Upsilon/
Xi”csai” Upsilon
Iy Gama/Gamma |y lota/lota Q¢ Omicron/ Do Fi/Phi
Omicron
Ad Delta/Delta Kx Kapa/Kappa |10, Pi/Pi XX Qui/Chi
Ee Epsilon/Epsilon AL Lambda/Lambda Pp R&/Rho \IJ\I, Psi/Psi
ZZ; Zeta/Zeta Mll Mi, Um Ecg Sigma/Sigma Qm (:Dmega,
Usado como micro Omega
10°°
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